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SCATTERING OF THE ELECTRIC DIPOLE FIELD ON THE THIN 
UNCLOSED SPHERICAL SHELL AND BALL 
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Y. Kupala Grodno State University, Grodno, Belarus 
 
Построено аналитическое решение граничной задачи, описывающей процесс рассеивания на проницаемом шаре поля 
электрического диполя, расположенного внутри идеально проводящей бесконечно тонкой незамкнутой сферической 
оболочки. Для некоторых параметров задачи построена диаграмма направленности электрического поля. 
 
Ключевые слова: электрический диполь, парные сумматорные уравнения, бесконечная система линейных алгебраиче-
ских уравнений второго рода с вполне непрерывным оператором, диаграмма направленности. 
 
The analytical solution of the boundary problem, describing the scattering of the electric dipole field, located inside perfectly 
conducting thin unclosed spherical shell and on a permeable ball. For some parameters of the problem directivity pattern of the 
electric field is constructed. 
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Задачи рассеяния электромагнитных волн на 
различных объекты были рассмотрены в работах 
[1]–[7]. В работе [8] построено строгое решение 
задачи дифракции поля электрического диполя на 
двух идеально проводящих сферах, когда момент 
диполя параллелен общей для сфер оси вращения. 
Рассеяние плоской монохроматической электро-
магнитной волны на двух непересекающихся 
сверхпроводящих сферических оболочках шаро-
вых слоях рассмотрено в [9]. В этих работах 
сформулирована векторная задача. В работе [10] 
рассмотрена задача рассеяния поля турникетной 
антенной идеально на двух проводящих сферах, 
проведены расчеты диаграммы направленности. 
Используя потенциалы Дебая, решена задача ди-
фракции электромагнитного поля на нескольких 
соосных сферах [11]. В [12] показано, что задача 
рассеяния волн на сфере с круговым отверстием 
сводится к решению двух скалярных краевых за-
дач для потенциалов Дебая, удовлетворяющих 
уравнению Гельмгольца, граничному условию на 
незамкнутой оболочке, условию на ребре и усло-
вию на бесконечности. Решение задачи дифрак-
ции электромагнитной волны на идеально про-
водящем тонком сферическом экране с круговым 
отверстием сведено к решению бесконечной 
системы линейных алгебраических уравнений 
второго рода с компактным оператором [13], [14]. 
Решение задачи дифракции плоской электромаг-
нитной волны на идеально проводящей сфериче-
ской оболочке с круговой щелью в приближении 
Рэлея при падении волны перпендикулярно плос-
кости щели рассмотрено в [15]. 
В данной работе построено точное осесим-
метричное решение задачи о рассеянии на про-
ницаемом шаре поля электрического диполя, 
расположенного внутри идеально проводящей 
бесконечно тонкой незамкнутой сферической 
оболочки. Используя соответствующие теоремы 
сложения для векторных сферических волновых 
функций, решение поставленной векторной 
краевой задачи сведено к решению парных сум-
маторных уравнений по присоединенным функ-
циям Лежандра первого рода, которые преобра-
зованы к бесконечной системе линейных алгеб-
раических уравнений второго рода с вполне не-
прерывным оператором. Численно исследовано 
влияние некоторых параметров задачи на диа-
грамму направленности электрического поля. 
 
1 Постановка и представление решения 
задачи 
Пусть пространство 3R  разделено сферой 
( )1 1S r a=  с центром в точке 1O  на две области 
0 1 1( ),D r a>  1 1 1(0 )D r a≤ <  (рисунок 1.1). В об-
ласти 0D  находится идеально проводящая беско-
нечно тонкая незамкнутая сферическая оболочка 
1 ,Γ  расположенная на сфере Г радиуса a с цен-
тром в точке O. Область пространства, ограничен-
ную сферой Г, обозначим через (0)0 (0 )D r a≤ <  и 
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(1) (0)
0 0 0\ ( ).D D D= Γ∪  Расстояние между точками 
O  и 1O  обозначим через .h  
 
Рисунок 1.1 – Геометрия задачи 
 
В точке O расположен ориентированный 
вдоль оси Oz  электрический диполь Герца, ко-
леблющийся с круговой частотой .ω  Области 
,jD  0,1,j =  заполнены средой с диэлектриче-
ской проницаемостью ,jε  магнитной проницае-
мостью .jμ  
Будем полагать, что на поверхности S от-
сутствуют поверхностные токи и заряды. 
Для решения задачи свяжем с точками O и 
1O  сферические координаты. Тонкая незамкну-
тая сферическая оболочка 1Γ  и сферическая 
оболочка S  описываются следующим образом: 
{ }1 0, ,0 2 ,r aΓ = = θ ≤ θ ≤π ≤ ϕ ≤ π  






ности электрического и магнитного поля диполя 
соответственно. 





 диполя с проницаемым 
шаром и незамкнутой сферической оболочкой 
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вторичное поле, отраженное от границы S в об-
ласти (1)0D . 
Реальное электромагнитное поле определя-
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G G  
0,1;j = 0,1;k = i  – мнимая единица. 
Постановка задачи. Требуется найти вторич-




 0,1;j =  
0,1;k =  которые удовлетворяют уравнению 
Максвелла [11], [16]: 
 
0 0
0 0 0rot ,E i H= ωμ
G G
 0 00 0 0rot H i E= − ωε
G G
 в (0)0 ,D  
0 0 0rot ,E i H= ωμ
G G
 0 0 0rot H i E= − ωε
G G
 в (1)0 ,D  
0 0
1 1 1rot ,E i H= ωμ
G G
 0 01 1 1rot H i E= − ωε
G G
 в 1,D  
граничному условию на поверхности идеально про-
водящей незамкнутой сферической оболочки 1Γ  
1 1
0
0 0, , 0,en E n E EΓ Γ
⎡ ⎤⎡ ⎤ = + =⎣ ⎦ ⎣ ⎦
G G GG G         (1.1) 
где nG  − единичная нормаль к поверхности 1 ,Γ  
граничным условиям на поверхности S 
0
0 1, , ,S S
n E n E⎡ ⎤⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦
G GG G  
 
0
0 1, , ,S S
n H n H⎡ ⎤⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦
G GG G               (1.2) 
где nG  − единичная нормаль к поверхности S, 















⎛ ⎞∂ − =⎜ ⎟∂⎝ ⎠
G G
             (1.3) 
где 0 0 0k = ω ε μ  − волновое число. 
Потребуем также выполнения условия не-
прерывности тангенциальных составляющих на-
пряженности магнитного поля на открытой части 




, , ,en H H n HΓ Γ Γ Γ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦
G G GG G        (1.4) 
где nG  − единичная нормаль к поверхности 1\ ,Γ Γ  
и условия непрерывности тангенциальных со-
ставляющих напряженности электрического по-
ля на поверхности 1Γ  
0
0 0, , ,en E E n EΓ Γ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦
G G GG G             (1.5) 
где nG  − единичная нормаль к поверхности .Γ  
Первичное поле ориентированного вдоль 
оси Oz  электрического диполя Герца предста-
вим через векторные сферические волновые 
функции [16]: 
Рассеяние поля электрического диполя на тонкой незамкнутой сферической оболочке и шаре 
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G G  – элек-
трический момент диполя, 
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( ) ( ) ( ) ( )1 10 , , cos ,n n nm r k h kr P eϕθ = − θG G  
( ) ( ) ( ) ( )( )









dg x xh x
x d x
n h x nh x n
n − +
= =
= + − =+
 
( )nP x  – полиномы Лежандра, ( )1 cosnP θ  – при-
соединенные функции Лежандра первого рода, 
( ) ( )1nh x  – сферические функции Ханкеля первого 
рода [17]. 
Вторичные поля представим в виде супер-
позиции векторных сферических волновых функ-
ций, учитывая условие излучения на бесконечно-
сти (1.3) 
( )00 0 0 0
1
, , ,n n
n
E E a n r k
∞
=
= θ∑G G  




H H a m r k
∞
=
= θ∑G G  в (0)0 ,D     (1.7) 
( )10 0 0 0
1
, , ,n n
n
E E b n r k
∞
=
= θ∑G G  




H H b m r k
∞
=
= θ∑G G  в (1)0 ,D     (1.8) 
( )01 0 0 1 1 1
1
, , ,n n
n
E E a n r k
∞
=
= θ∑G G  




H H a m r k
∞
=
= θ∑G G  в 1,D     (1.9) 
( )11 0 0 1 1 0
1
, , ,n n
n
E E b n r k
∞
=
= θ∑G G   




H H b m r k
∞
=
= θ∑G G   в (1)0 ,D     (1.10) 
где 
( ) ( ) ( ) ( )
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n n
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( ) ( ) ( )10 , , cos ,n n nm r k j kr P eϕθ = − θG G  
( ) ( )( )
( ) ( )( )1 1
1




dg x xj x
x d x
n j x nj x n
n − +
= =
= + − =+
 






= ωμ  ( )nj x  – сферическая 
функция Бесселя первого рода [17]. 
Неизвестные коэффициенты , , ,n n n na b a b  
определяются из граничных условий. 
 
2 Выполнение граничных условий 
Для выполнения граничных условий (1.1), 





векторные сферические волновые функции в 
системе координат с началом в точке .O  Ис-
пользуем формулы [17] 
( ) ( )0 1 1 0 0 0 0
1
, , ( , ) , , , 0 ,nn s s
s
n r k A k h n r k r h
∞
=
θ = π θ ≤ <∑G G   
( ) ( )0 1 1 0 0 0 0
1
, , ( , ) , , , 0 ,nn s s
s
m r k A k h m r k r h
∞
=
θ = π θ ≤ <∑G G   
где 
( )











k h C C C
s s+ −
α =
⎡ ⎤= α + +⎢ ⎥+ −⎢ ⎥⎣ ⎦

    
( ) ( ) ( ) ( )0 0 (1) 02 1 ,s n n sn s ns
s n




= + α∑  
( 0 0) 2( 00 | 0) ,n qb nqσ = σ  
( 00 | 0)nq σ  – коэффициенты Клебша-Гордона [11]. 
Тогда  
( )11 0 0 0
1
, , ,n n
n
E E B n r k
∞
=
= θ∑G G  
   ( )11 0 0 0
1
, , ,n n
n
H H B m r k
∞
=
= θ∑G G            (2.1) 
где                   ( )0
1
, .sn s n
s
B b A k h
∞
=
= π∑                  (2.2) 
Согласно представлениям (1.6)–(1.8), (2.1), 
условие непрерывности (1.5), с учетом условия 
ортогональности присоединенных функций Ле-
жандра на отрезке [ ]0; π , примет вид 
( ) ( ) ( )




0 0 , 1, 2,...,
n n n n
n n n n
g g a
g b g B n
ξ δ + ξ =
= ξ + ξ =
    (2.3) 
где 1nδ  – символ Кронекера, 0 0 .k aξ =  
Выполним граничное условие (1.1) на по-
верхности сферической оболочки Г и условие 
непрерывности (1.4) и получим парные сумма-
торные уравнения вида 
( ) ( ) ( )(
( ) ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )
(1) (1)
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Преобразуем парные сумматорные уравне-
ния (2.4). Сначала исключим коэффициенты na  с 
помощью представления (2.3), учитывая значе-
ние вронскиана [11] 
 
( ) ( )(1), .n nW xj x xh x i⎡ ⎤ =⎣ ⎦  
Затем введем в рассмотрение новые коэф-













      (2.5) 
и малый параметр ng  по формуле 




2 1n n n
i d dg j h
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ξ= + ξ ξ ξ ξ+ ξ ξ  
( )2ng O n−=  при 0 .n ξ  
В результате парные сумматорные уравне-
ния (2.4) примут вид: 
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где 
( ) ( ) ( )1 0 1 02
04 .2 1





ξ δ + ξ= ξ +

        (2.7) 
Используя интегральные представления 
Мелера – Дирихле для полиномов Лежандра, 
парные сумматорные уравнения (2.6) преобразу-
ем к бесконечной системе линейных алгебраиче-
ских уравнений (СЛАУ) второго рода с вполне 
непрерывным оператором [13], [14], [18] 
 




s s n sn n n sn
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+ θ= − θ  
( ) ( )0 0sin sin 11 ,
1sn
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Q
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− θ = θ−  
Выполним граничные условия (1.2). Для это-




 через векторные 
сферические волновые функции в системе коор-
динат с началом в точке 1.O  На основании фор-
мул [17] 
 
( ) ( )0 0 0 0 1 1 0 1
1
, , ( ,0) , , , 0 ,nn s s
s
n r k A k h n r k r h
∞
=
θ = θ ≤ <∑G G   
( ) ( )0 0 0 0 1 1 0 1
1
, , ( ,0) , , , 0 ,nn s s
s
m r k A k h m r k r h
∞
=
θ = θ ≤ <∑G G   
имеем 
( )10 0 0 1 1 0
1
, , ,n n
n
E E B n r k
∞
=
= θ∑G G  
     ( )10 0 0 1 1 0
1
, , ,n n
n
H H B m r k
∞
=
= θ∑G G           (2.9) 
где 
         ( )0
1
,0 .sn s n
s
B b A k h
∞
=
= ∑                 (2.10) 
Выполняя граничные условия (1.2) и при-
нимая во внимание представления (1.9), (1.10), 
(2.9), получим 
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где 1 10 0 1 1 1 1, .k a k aξ = ξ =  
Из системы (2.11) находим связь между ко-
эффициентами nb  и nB  




Δβ = Δ             (2.12) 
где 








ξ ξΔ = − ξ ξ  








ξ ξΔ = ξ ξ −  
Теперь преобразуем правую часть системы 
(2.8). Для этого подставим в (2.2) представление 
(2.12) для коэффициентов nb  и, учитывая связь 
коэффициентов nB  с коэффициентами nX  (пред-
ставления (2.10) и (2.5)), получим  
 
( )( ) 10 0
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Подставляя коэффициенты nB  из (2.13) в 
(2.7), окончательно получим бесконечную СЛАУ 
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i
f g Q
ξ= ξ  
( )2 (1) 10 0
1
14 .
2 1s sp p pp




= ξ ξ α+∑  
 




 через векторные 
сферические волновые функции в системе коорди-
нат с началом в точке O. Используя формулу [16] 
( ) ( )0 1 1 0 0 0 0
1
, , ( , ) , , , ,nn s s
s
n r k A k h n r k r h
∞
=
θ = π θ >∑G G   
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= + π∑  
Тогда  
  ( ) ( )11 0 0 0 0
1 1
, , , .ss n n
n s
E E b A k h n r k
∞ ∞
= =
⎛ ⎞= π θ⎜ ⎟⎝ ⎠∑ ∑
G G   (3.1) 
Подставим асимптотическую формулу  




en r k i P e
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θ ≈ − θG G  
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ik reE E e
k r θ
≈ Ψ θG G  ,r →∞  
где 
( ) ( ) ( )10
1 1
( ) , cos .n sn s n n
n s
i b b A k h P
∞ ∞
= =
⎛ ⎞Ψ θ = − + π θ⎜ ⎟⎝ ⎠∑ ∑   
Величина ( ) ( ) 2D θ = Ψ θ  называется диа-
граммой направленности электрического поля 
1,E
G
 которая характеризует величину электро-
магнитной энергии в направлении θ  [16]. 
Используя представления (2.10), (2.12), ус-
танавливаем, что 
( ) ( )1
1 1
( ) cos ,n pn p n n
n p
i b b P
∞ ∞
= =
⎛ ⎞Ψ θ = − + α θ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠∑ ∑   (3.2) 
где ( ) ( )0 0
1
,0 , .p p sn s s n
s
A k h A k h
∞
=
α = β π∑   
Коэффициенты nb  связаны с решением сис-
темы (2.8) соотношением  
( )( )0 0 1
0
,n n n n
db X j
d
= ξ ξ + δξ  1, 2,....n =  
4 Вычислительный эксперимент 
Используя систему компьютерной матема-
тики Mathcad [19], были проведены вычисления 
диаграммы направленности для некоторых пара-
метров задачи.  
Специальные функции  
( ) ,nj x  ( ) ( )(1) ( )n n nh x j x iy x= +  
( ( ( )ny x – сферическая функция Бесселя второго 
рода), полиномы Лежандра ( )nP x  и присоеди-





cos 1 ( )





dP x P x
dx








вычислялись с помощью встроенных функций [19].  
Производные сферических функций вычис-




( ) ( ),nn n
nf xd f x f x
dx x +
= −  0,1,2,...,n =  
( ) ( )( )1 1( ) 1 ( ) ( ) ,2 1n n nd xxf x n f x nf xdx n − += + −+  
0,1,2,....n =  
 
Бесконечная система (2.14) решена методом 
усечения [11]. Для получения достоверного ре-
шения конечной системы линейных алгебраиче-
ских уравнений необходимо было проверить 
обусловленность системы. Матрица, соответст-
вующая системе, считается хорошо обусловлен-
ной, если число обусловленности матрицы мень-
ше 300 [20, с. 150]. Для вычисления числа обу-
словленности матрицы использовали встроенные 
функции cond1 (число обусловленности в норме 
1L  [21]), cond2 (в норме 2 )L  и conde (в евклидо-
вой норме). Вычислительный эксперимент пока-
зал, что для рассмотренных параметров задачи 
порядок усечения матрицы можно взять равным 
25. Это обеспечивает решение конечной системы 
(2.14) с точностью 410−  и число обусловленности 
в рассматриваемых нормах не будет превосходить 
75. Все сходящиеся бесконечные суммы в (2.14) 
вычислялись с точностью 510 .−  
На рисунке 3.1 изображены графики диа-
граммы направленности ( )D θ  электрического 
поля 1E
G
 для некоторых значений угла раствора 0θ  
незамкнутой сферической оболочки 1Γ  (1 – 030 ,  
2 – 060 ,  3 – 090 ,  4 – 0120 ),  если область 1D  
заполнена бетоном (относительная магнитная 
проницаемость 1 1,rμ =  относительная диэлек-
трическая проницаемость 1 4,5),rε =  1a =  м, 
1 2a =  м, 4h =  м, 810f =  Гц, 2 .fω = π  При рас-
четах полагали 0 1,rμ =  0 1.rε =  
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Рисунок 3.1 – Графики диаграммы направленности 
( )D θ  для некоторых значений угла раствора 0θ  
сферической оболочки 1Γ  
 
На рисунке 3.2 изображены графики диа-
граммы направленности ( )D θ  электрического 
поля 1,E
G
 если область 1D  заполнена тефлоном 
1( 1,rμ = 1 2,1),rε =  бетоном 1( 1,rμ = 1 4,5),rε =  сте-
клом 1( 0,999987,rμ = 1 7,5),rε =  водой 1( 1,rμ =  
1 81),rε =  1a =  м, 1 1,5a =  м, 3h =  м, 00 90 ,θ =  
810f = Гц, 2 .fω = π  
 
 
Рисунок 3.2 – Графики диаграммы направленности 




Рисунок 3.3 – Графики диаграммы направленности 
( )D θ  для некоторых значений частоты f  
исходного поля 
 
На рисунке 3.3 изображены графики диа-
граммы направленности ( )D θ  электрического 
поля 1E
G
 для различных значений частоты исход-
ного поля (1 – 510f = Гц, 2 – 710f = Гц, 3 – 
75 10f = ⋅ Гц, 4 – 78 10f = ⋅ Гц), если область 1D  
заполнена стеклом 1( 0,999987,rμ =  1 7,5),rε =  
1,5a = м, 1 1a = м, 3,3h = м, 00 60 .θ =  
 
Заключение 
Построено точное осесимметричное реше-
ние задачи о рассеянии электромагнитного поля 
на идеально проводящей бесконечно тонкой не-
замкнутой сферической оболочке и проницаемом 
шаре. В качестве источника поля рассмотрен 
электрический диполь, расположенный внутри 
тонкой незамкнутой сферической оболочки. Ис-
пользуя теоремы сложения для векторных сфе-
рических волновых функций, решение постав-
ленной задачи сведено к решению парных сум-
маторных уравнений по присоединенным функ-
циям Лежандра первого рода. Парные уравнения 
преобразованы к бесконечной системе линейных 
алгебраических уравнений второго рода с вполне 
непрерывным оператором.  
Численно исследовано влияние некоторых 
геометрических параметров задачи, диэлектри-
ческой и магнитной проницаемости сред, часто-
ты источника поля на диаграмму направленности 
электрического поля. 
Разработанная методика и программное 
обеспечение могут найти практическое примене-
ние при моделировании рассеяния электромаг-
нитного поля на системе тел. 
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